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摘 要：蚊媒传染病指的是由蚊子来传播的传染病，主要包括登革热、寨卡、疟疾等。一种新型的控制和预防

蚊媒传染病的方式是利用内共生菌Wolbachia（沃尔巴克氏）来阻断病源体的传播。本文建立了一个新的常微分方

程模型研究Wolbachia氏菌在蚊群中的传播。应用常微分方程定性理论，证明了模型解的非负性和有界性，给出

了平衡点存在条件；在各种不同的参数条件下，得到了平衡点的全局稳定性态；讨论了Wolbachia氏菌能够成功

入侵野生蚊群的条件；在特殊参数的情况下得到Wolbachia能够成功入侵的初值阈值，为释放携带Wolbachia氏

菌的蚊子提供新的策略。最后用数值模拟验证了相关结论。
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Abstract：Mosquito-borne diseases are infectious diseases transmitted by mosquitoes，including

dengue fever，Zika and malaria. A new way to control and prevent mosquito-borne infectious diseases

is to use the endosymbiotic bacterium Wolbachia to interrupt the transmission of the pathogen. A new

ordinary differential equation model is established to study the transmission of Wolbachia in mosquito

population. By using the qualitative theory of ordinary differential equations，the nonnegativity and

boundedness of solutions of the model are proved，and the existence condition of the equilibrium

points is given. The globally asymptotic stability of the equilibrium is obtained in different situations.

The conditions of Wolbachia successfully invading wild mosquito population are discussed. In special

case for parameters，the threshold for initial values of Wolbachia invasion is given，which provides a

new strategy for releasing mosquitoes carrying Wolbachia. Finally，main conclusions are verified by

numerical simulation.
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蚊媒传染病是指由蚊子传播的传染病，也叫虫媒传染病。蚊媒传染病主要包括登革热、寨卡、疟疾

等。近年来，蚊媒传染病在全球范围内时有爆发，全球病例数也呈现增长趋势。其中，登革热是全世界

发展速度最快的蚊媒传染病，在过去的 50年间，其发病数量增加了 30倍。登革热是由登革病毒引起，伊

蚊传播的一种急性传染病，主要流行于热带和亚热带的国家和地区，其中一些东南亚和南美洲的国家如

泰国、越南、缅甸、印度等更为严重。

为了有效减少登革热的传播，目前应对的唯一途径是防蚊灭蚊，比如，通过大量喷洒杀虫剂减少蚊

子的数量，可以切断蚊媒传染病的传播途径。但是这种方法会带来极大的生态问题。另外，也可能导致

蚊子会对杀虫剂逐渐产生抗药性，使得灭蚊效果降低。考虑到这些情况，可见防蚊灭蚊的措施亟待改进。

应该用更长远的、更环保的方法防止蚊媒传染病的传播。目前，有一类新兴的控制蚊媒传染病的方法，

就是使自然界中的伊蚊种群感染内共生菌Wolbachia（沃尔巴克氏）。一系列的实验证明这样可以阻断蚊子

传播登革热等疾病［1-3］。Wolbachia可以通过CI机制成功入侵自然界中的伊蚊种群，使得在伊蚊种群中，由

于有CI机制的作用，野外雌蚊与感染了Wolbachia的雄蚊交配时，产下的卵不能正常发育，但是对于感染

了Wolbachia的雌蚊没有影响，并且其后代大多数都会感染Wolbachia，因此Wolbachia在入侵自然界的蚊

群时拥有传播的优势。基于 Wolbachia的蚊媒控制方法是安全的。风险分析表明，释放感染 Wolbachia的

蚊子对人类、动物以及环境造成的风险可以忽略不计。因此，利用Wolbachia来阻断登革热的传播具有重

要的应用价值。早在 2005 年，生物学家奚志勇就在实验室成功地使得 Wolbachia 在埃及伊蚊中稳定传

播［3］。随着Wolbachia蚊媒控制技术的发展，建立数学模型研究Wolbachia传播动力学具有了重要的意义。

通过数学模型分析研究Wolbachia传播动力学，可以为释放感染Wolbachia的蚊子提供很好的策略和方案。

1990 年以来，Hoffmann 和 Turelli 建立了世代不重叠的离散模型并做了解释与分析［4-5］。2014 年，

Zheng等［6］为研究Wolbachia传播动力学建立了时滞微分方程
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dx ( t )
dt = b1 [ x ( t - τ ) + 2RF ( t - τ ) ] - δ1x ( t ) [ x ( t ) + y ( t ) + RF ( t ) + RM ( t ) ]，
dy ( t )
dt = b2y2 ( t - τ )

x ( t - τ ) + y ( t - τ ) + 2RM ( t - τ ) - δ2y ( t ) [ x ( t ) + y ( t ) + RF ( t ) + RM ( t ) ]，
dRF ( t )dt = -δ1RF ( t ) [ x ( t ) + y ( t ) + RF ( t ) + RM ( t ) ]，
dRM ( t )dt = -δ1RM ( t ) [ x ( t ) + y ( t ) + RF ( t ) + RM ( t ) ] .

（1）

显然，当 t → ∞时，RF ( t ) → 0且RM ( t ) → 0. 令RF = RM = 0，忽略（1）中的时滞，得到常微分方程组
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dt = x [ b1 - δ1 ( x + y ) ]，
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dt = y
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b2y
x + y - δ2 ( x + y ) .

（2）

注意到，模型（2）中出生函数为线性函数。一般说来，随着种群规模的增加，其成年个体的出生率和未成

年个体的幸存率将下降，这是由于种群内部的竞争引起的，而蚊群的内部竞争主要发生在未成年阶段，

所以单位时间内成年个体不再是线性增长。另外，基于成年个体对资源的竞争假设，模型（2）的死亡函数

为二次函数。但是大量的事实表明，成蚊之间的竞争几乎可以忽略。基于以上考虑，本文建立一个新的

常微分方程模型，出生和幸存函数为Ricker型函数，而死亡函数用线性函数。

具体来说，我们建立以下的模型
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dx
dt = p1xe-q1 (x + y ) - δ1x，
dy
dt = p2

y2

x + y e-q2 (x + y ) - δ2y，
（3）

其中 x ( t )表示感染Wolbachia的蚊群规模，y ( t )表示野外蚊群规模，p1，p2分别为感染蚊群和野外蚊群的出

生率，δ1，δ2分别为感染蚊群和野外蚊群的死亡率，
1
q1
，
1
q2

分别为感染蚊群和野外蚊群以最大繁殖率繁殖
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的规模。

关于 Wolbachia 入侵动力学及其他传染病模型可参见文献［7-16］以及其中的参考文献。例如 Keeling

等［8］建立的常微分方程模型，Huang等［9-10］建立了反应扩散方程及其衍生的常微分方程模型，Hu等［11］建立

的随机微分方程模型，Li等［12］建立的离散竞争模型，Huang等［13］建立的时滞微分方程。

1 平衡点的存在性和稳定性分析

定理1 模型（3）的满足初始条件 x (0 ) ≥ 0，y (0 ) ≥ 0的解是非负的，并且最终有界。

证明 解的非负性显然，下证解的有界性。令 k ( x ) = xe-q1x，则max{k ( x )：x ≥ 0} = 1
q1e . 因此有

dx
dt ≤ p1xe-q1x - δ1x ≤ -δ1x ( t ) +

p1
q1e .

从而得到

x ( t ) ≤ ( )x (0 ) - p1
δ1q1e e

-δ1 t + p1
q1 δ1e .

即

lim
t → ∞ sup x ( t ) ≤ p1

q1 δ1e .
同理可得

dy
dt ≤ p2ye-q2 y - δ2y.

即

lim
t → ∞ sup y ( t ) ≤ p2

q2 δ2e .
由系统（3）的非负性与有界性，其正不变集为

Γ = ì
í
î
( x，y ) ∈ R2|

|
|
||
| 0 ≤ x ≤ p1

q1 δ1e，0 ≤ y ≤
p2
q2 δ2e

ü
ý
þ
.

下面求模型的平衡点。由
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x ( )p1e-q1 (x + y ) - δ1 = 0，
y ( )p2

y
x + y e-q2 (x + y ) - δ2 = 0，

（4）

可知系统有 4个平衡点E0 (0，0)、E1 ( x̄，0)、E2 (0，ȳ )以及E* ( x*，y* ) . 易知，
-x = 1q1 ln

p1
δ1
，

-y = 1q2 ln
p2
δ2
，x* =

1
q1
ln p1δ1 -

δ2
p2q1

ln p1δ1 ⋅ ( )p1δ1
q2
q1
， y* = δ2

p2q1
ln p1δ1 ⋅ ( )p1δ1

q2
q1 . 显 然 ， x* + y* = 1q1 ln

p1
δ1

. 当 p1 > δ1 时 E1 存 在 ， 当

p2 > δ2时E2存在。关于正平衡点存在的条件，注意到必有 p1 > δ1，且
1
q1
ln p1δ1 -

δ2
p2q1

ln p1δ1 ⋅ ( )p1δ1
q2
q1 > 0，即

p2
δ2
> ( )p1δ1

q2
q1
，等价地有 ȳ > x̄ . 因此当 p1 > δ1，ȳ > x̄时，系统存在正平衡点。

下面分析各平衡点的稳定性。

定理2 对于模型（3），以下结论成立。

（i）当 p1 ≤ δ1，p2 ≤ δ2时，E0是全局渐近稳定的；

（ii）当 p1 ≤ δ1，p2 > δ2时，E0不稳定，E2是全局渐近稳定的；

（iii）当 p1 > δ1，p2 ≤ δ2时，E0不稳定，E1是全局渐近稳定的。
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证明

（i）当 p1 ≤ δ1，p2 ≤ δ2时，只存在零平衡点 E0 . 对模型（3）的第二个方程在（0，0）点补充适当的定义

后，考察函数

V = 12 x2 +
1
2 y2.

对Lyapunov函数沿系统（3）的轨线求导，得

dV
dt = p1x2e-q1 (x + y ) - δ1x2 + p2

y
x + y y2e-q2 (x + y ) - δ2y2

≤ p1x2 - δ1x2 + y
x + y p2y2 - δ2y2

= ( p1 - δ1 )x2 + ( p2 - δ2 )y2 ≤ 0.
且
dV
dt = 0当且仅当 x = y = 0 . 因此，零解E0全局稳定。

（ii）系统的 Jacobi矩阵为

J ( x，y ) =
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x + y
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2x + y
x + y - q2y - δ2 . （5）

在E1处，

J (E1 ) = ( )-δ1 ln p1δ1 -δ1 ln p1δ1
0 -δ2

. （6）

那么，只要平衡点E1存在，平衡点E1就是局部渐近稳定的。同理在E2处，

J (E2 ) = ( )δ1 [ eq1 ( x̄ - ȳ ) - 1 ] 0
-δ2 - δ2 ln p2δ2 -δ2 ln p2δ2

. （7）

通过计算得到，平衡点E2在 ȳ > x̄时局部渐近稳定，在 ȳ < x̄时是鞍点。

当 p1 ≤ δ1，p2 > δ2 时，存在 E0，E2 两个平衡点。当 x = 0时，有
dy
dt = p2ye-q2 y - δ2y，当且仅当 y <

1
q2
ln p2δ2 时，有

dy
dt > 0，从 Y轴上 0 < y < 1q2 ln

p2
δ2

出发的解远离 E0，所以 E0不稳定。由于 p1 ≤ δ1，则必有

dx
dt ≤ 0，x是递减的，所以系统没有非平凡的周期解。前面已证，x ( t )与 y ( t )在 t > 0时有界，由常微分方

程定性理论［17］，E2是全局渐近稳定的。

（iii）当 p1 > δ1，p2 ≤ δ2时，存在E0，E1两个平衡点，同理可得E0不稳定。由于 p2 ≤ δ2，则必有
dy
dt ≤

0，y是递减的，系统没有非平凡的周期解。所以E1全局渐近稳定。

由上述结论可知，影响竞争结果的因素是种群的出生率和死亡率，这在现实中是合理的。提高种群

的出生率，降低死亡率，有利于种群的持久生存。

下面，讨论当 p1 > δ1，p2 > δ2时的情况，此时E0不稳定。下面主要研究E1，E2，E*的稳定性。考虑到

垂直等倾线 L1：y = -x + 1q1 ln
p1
δ1

与水平等倾线 L2：ye-q2 (x + y ) - δ2p2 ( x + y ) = 0.如果两条曲线在第一象限有交

点时，交点坐标为E* . 根据L1和L2的相对位置，分以下两种情况考虑，如图1所示。

由图 1可知，在情形A，轨线都趋于E1；而在情形B，取不同的初值，轨线分别趋于E1和E2 . 对于这

两种情况，合理的生物学解释是当 ȳ ≤ x̄时，环境对于感染了Wolbachia的蚊子更有利，此时Wolbachia具

有适合度优势；而当 ȳ > x̄时，环境对野外蚊子更加有利，此时Wolbachia具有适合度劣势。下面具体分析

这两种情况的平衡点稳定性。
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定理3 在 p1 > δ1，p2 > δ2的情况下，有

（i）当 ȳ ≤ x̄时，E2不稳定，E1是全局渐近稳定的；

（ii）当 ȳ > x̄时，E1和E2都是局部渐近稳定的，E*是鞍点。

证明

（i）根据前面的计算和分析可以得到，此时平衡点E0，E2是不稳定的，E1是局部渐近稳定的。如果

系统内部有周期轨线，轨线内部必有平衡点，这是不可能的。由于平衡点E0，E2不稳定，其附近的轨线

只能远离奇点，而平衡点E1是稳定的，其附近的轨线只能靠近奇点，因此也不可能出现连接奇点的奇异

闭轨线。由于系统的正半轨 LP +有界，根据文献［17］中的定理有，轨线的ω极限集Ωp只能是奇点构成的连

通闭集。由于奇点是孤立的，因此任何第一象限的轨线最终都趋于奇点。

由于从E0出发的轨线必远离E0，E0不在Ωp中；又因E2的稳定流形是 y轴，所以从第一象限（除 y轴

外）出发的轨线都远离E2，这说明E2 ∉ Ωp . 由于E1局部渐近稳定，因此Ωp = { E1 }，E1全局渐近稳定。

（ii）根据前面的计算，可以得到此时平衡点E1和E2都是局部渐近稳定的。下面讨论E*的稳定性。E*

处的 Jacobi矩阵为

J (E* ) =
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
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÷

÷
-q1 δ1x* -q1 δ1x*

-δ2( )y*

x* + y* + q2y* δ2( )x*

x* + y* - q2y*
. （8）

其特征方程为

λ2 + é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úq1 δ1x* - δ2( )x*

x* + y* - q2y* λ - q1 δ1 δ2x*( )x*

x* + y* - q2y* - q1 δ1 δ2x*( )y*

x* + y* + q2y* = 0 .

化简得

λ2 + é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úq1 δ1x* - δ2( )x*

x* + y* - q2y* λ - q1 δ1 δ2x* = 0 . （9）

由于-q1 δ1 δ2x* < 0，则平衡点E*是鞍点，其稳定流形将E1和E2的吸引域分开，系统内部没有周期轨线。

由于平衡点E0，E*不稳定，其附近的轨线远离奇点，而平衡点E1，E2稳定，其附近的轨线靠近奇点，不

可能出现连接奇点的奇异闭轨线。因此任何第一象限的轨线最终趋于奇点，不存在极限环。后面数值模

拟的结果也说明极限环不存在。

定理 3说明如果环境对于受到Wolbachia感染的蚊群更加有利，那么给定任意初值，Wolbachia都能够

成功入侵。相反，如果环境不利于受到Wolbachia感染的蚊群，由于鞍点E*的稳定流形将E1和E2的吸引

域分开，则对于不同的初值，Wolbachia可能成功入侵，也可能入侵失败。

图1 L1和L2的两种情况

Fig. 1 The two possible cases of L1 and L2
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下面具体分析在这种情况下的E*的稳定流形。此时，垂直等倾线 L1和水平等倾线 L2在E*处相交，并

且将第一象限分成了 4个部分。记 f ( x，y ) = p1xe-q1 (x + y ) - δ1x，g ( x，y ) = p2 y2

x + y e-q2 (x + y ) - δ2y.定义D1是第一

象限 f > 0，g > 0的内部区域，D2是第一象限 f > 0，g < 0的区域，以及 y < y*的两条等倾线部分，D3是

f < 0，g < 0的内部区域，D4是第一象限 f < 0，g > 0的区域，以及 y > y*的两条等倾线部分。这样，除了

点E*，第一象限的其他点都属于其中一个区域（图2）。

通过分析第一象限各点 ( f，g )的方向，可知D2和D4都是正不变的。假如有一个初值 ( x0，y0 ) ∈ D2，那

么对于任意的时间 t，有 f > 0，g < 0，当 t → ∞时，有 ( x ( t )，y ( t ) ) → E1，因此，D2在E1的吸引域中。同

理，D4在E2的吸引域中，因此，E*的稳定流形位于D1和D3中。根据D1和D3的定义，可知在D1和D3中的

任何解 ( x ( t )，y ( t ) )，都有

dy
dx =

g ( x，y )
f ( x，y ) > 0 .

因此稳定曲线是一条光滑且严格增加的函数，定义其为 y = h ( x ) . 在D1中，稳定曲线的 α极限集一定是

E0，因此曲线是连接E0和E*的异宿轨。在D3中，f < 0，g < 0，假设当 t → -∞时，x和 y的极限存在，表

示为
lim
t → -∞ ( x ( t )，y ( t ) ) = ( x∞，y∞ ) .

因为D3中没有平衡点，因此 x∞和 y∞中至少有一个是无穷大。不妨设 x∞ < ∞，y∞ = ∞，代入第一个方

程有 lim
t → -∞ x′ ( t ) < 0 . 然而，如果当 t → -∞时 x有有限的极限，必有 lim

t → -∞ x′ ( t ) = 0，与前面的结论相矛盾。

同理，假设 x∞ = ∞，y∞ < ∞时同样产生矛盾，因此，x∞ = ∞，y∞ = ∞ . 从而对于 x > 0，稳定曲线 h ( x )有
h ( x ) > 0，h′ ( x ) > 0，且 lim

x → ∞ h ( x ) = ∞ .

经过E0和E*的直线表示为

l ( x，y ) = ( )p1δ1
q2
q1
x -

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úp2
δ2
- ( )p1δ1

q2
q1
y = 0 .

则有

图2 垂直等倾线L1和水平等倾线L2对第一象限的分解

Fig. 2 The decomposition of the first quadrant by vertical isocline L1 and horizontal isocline L2
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dl
dt = ( )p1δ1

q2
q1
x ( )p1e-q1 (x + y ) - δ1 -

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úp2
δ2
- ( )p1δ1

q2
q1
y ( )p2

y
x + y e-q2 (x + y ) - δ2

= x ⋅ ( )p1δ1
q2
q1 é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
δ1 ⋅ p1δ1 e

-q1 (x + y ) - δ2 ⋅ ( )p1
δ1
e-q1 (x + y )

q2
q1 + ( δ2 - δ1 ) .

特别地，当 q1 = q2，δ1 = δ2时，有
dl
dt = 0 . 此时 h ( x )就是 l ( x，y ) . 当 q1 ≠ q2或者 δ1 ≠ δ2时，我们无法得到

稳定曲线具体的位置。下面用数值模拟粗略模拟它的位置。分别选取不同的初值，观察其属于E1还是E2
的吸引域，近似观察稳定曲线的位置。h ( x )的大致位置如图3所示。

图 3所选取的参数值为 p1 = 0.5，p2 = 0.9，δ1 = 0.17，δ2 = 0.2，q1 = 0.1，q2 = 0.1 . 图 3表明：E*的稳

定流形的位置可以用光滑且严格增加的函数图像来表示，这个图像从E0出发，正向严格递增到无穷。

2 数值模拟与小结

为了更好地展示模型（3）的动力学稳定性，下面用MATLAB来进行数值模拟。在情形A（见图 4），选

图3 h ( x )的大致位置

Fig. 3 The approximate position of h ( x )

图4 情形A的解曲线

Fig. 4 The solution curves of case A
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取的参数是 p1 = 9 × 10-4，p2 = 4 × 10-4，δ1 = 2 × 10-4，δ2 = 3 × 10-4，q1 = 1 × 10-9，q2 = 1 × 10-9 . 分别取

初值 x0 = 5 × 106，y0 = 1 × 104（图 4（a））；x0 = 1 × 103，y0 = 1 × 108（图 4（b）），得到图中的解曲线。图 4

表明：在情形A，无论初值数量取多少，E1是全局渐近稳定的，感染蚊群会持续存在，未感染蚊群会灭

绝，Wolbachia能够成功入侵到整个蚊群当中。

在情形 B（见图 5），选取参数值为 p1 = 4 × 10-4，p2 = 9 × 10-4，δ1 = 2 × 10-4，δ2 = 3 × 10-4，q1 = 1 ×

10-9，q2 = 1 × 10-9 . 分别取初值 x0 = 5 × 106，y0 = 1 × 104（图 5（a））；x0 = 1 × 103，y0 = 1 × 108（图 5（b）），

得到图中的解曲线。图 5表明：在情形B，E1和E2都是局部渐近稳定的，两个平衡点有各自的吸引域，不

同的初值数量会使得解趋于其中一个平衡点。当解趋于E1时，感染蚊群会持续存在，未感染蚊群会灭绝，

Wolbachia 能够成功入侵到整个蚊群当中。而当解趋于 E2时，未感染蚊群持续存在，感染蚊群灭绝，

Wolbachia不能成功入侵。

下面分析一种特殊情况。假设 q1 = q2 = q，则有 x̄ = 1q ln
p1
δ1
， ȳ = 1q ln

p2
δ2

. 令 k1 = p1δ1，k2 = p2δ2，此时，

根据前面的分析可以得到以下结论：

（i）当 k1 ≤ k2时，不存在E*，E2不稳定，E1是全局渐近稳定的；

（ii）当 k1 > k2时，E1和E2都是局部渐近稳定的，E*是一个鞍点。

该结论与文献［6］中相关结论是一致的。特别地，如果忽略种群内部竞争，则有 q1 = q2 = 0，此时模

型变为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

dx
dt = p1x - δ1x，
dy
dt = p2

y2

x + y - δ2y.
（10）

此时我们分析感染 Wolbachia的蚊群占整个蚊群的比例，以此判断 Wolbachia能否能够成功入侵。令

z = yx，显然当 z → 0时，有
x

x + y → 1，即 Wolbachia 能够成功入侵；而当 z → ∞时，有
x

x + y → 0，即

Wolbachia入侵失败。

通过简单计算，有

dz
dt = z éëêêêê

ù
û
úúúú( p2 - δ2 ) - ( p1 - δ1 ) - p21 + z .

令 r1 = p1 - δ1，r2 = p2 - δ2. 则有

dz
dt = z éëêêêê

ù
û
úúúúr2 - r1 - p21 + z . （11）

图5 情形B的解曲线

Fig. 5 The solution curves of case B
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当 r2 - r1 > 0时，如果 z > p2
r2 - r1 - 1，有

dz
dt > 0；如果 z < p2

r2 - r1 - 1，有
dz
dt < 0 . 当 r2 - r1 < 0时，对任意

的 z > 0时，有
dz
dt < 0 . 下面分两种情况考虑。

情况 I：r2 - r1 > 0.

（i） 当
p2

r2 - r1 ≤ 1时，对任意的初值 z0 > 0，必有 z → +∞ .

（ii） 当
p2

r2 - r1 > 1时，对任意的初值 z0 > p2
r2 - r1 - 1，有 z → +∞；而当初值满足 0 < z0 < p2

r2 - r1 - 1
时，有 z → 0 .

情况 II：r2 - r1 < 0.
此时必有

p2
r2 - r1 < 1，对任意的初值 z0 > 0，必有 z → 0 .

为了更好地展示上面的结论，应用MATLAB进行数值模拟，通过选取不同的参数观察 x，y，z的变化

趋势。

图 6所选取的参数值为 p1 = 5 × 10-4，p2 = 7 × 10-4，δ1 = 4 × 10-4，δ2 = 4 × 10-4 . 分别取初值 x0 = 5 ×
106，y0 = 1 × 106（图 6（a））；x0 = 1 × 106，y0 = 5 × 106（图 6（b）），得到图中的解曲线。图 6 表明：当 r2 -
r1 > 0， p2

r2 - r1 > 1时，取不同的初值使 Wolbachia 入侵成功或入侵失败。如果初值满足 z0 > p2
r2 - r1 - 1，

Wolbachia入侵失败；如果初值满足0 < z0 < p2
r2 - r1 - 1，Wolbachia能成功入侵。

图 7所选取的参数值为 p1 = 7 × 10-4，p2 = 5 × 10-4，δ1 = 4 × 10-4，δ2 = 4 × 10-4 . 分别取初值 x0 = 1 ×
106，y0 = 6 × 106（图 7（a））；x0 = 6 × 106，y0 = 1 × 106（图 7（b）），得到图中的解曲线。图 7 表明：当 r2 -
r1 < 0时，无论取怎样的初值，未感染蚊群灭绝，感染蚊群持续存在，Wolbachia都能够成功入侵。

通过分析和数值模拟发现，当 r2 - r1 > 0， p2
r2 - r1 > 1时，取初值

y0
x0
< p2
r2 - r1 - 1，即未感染

图6 情况 I时的解曲线

Fig. 6 The solution curves of case I
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Wolbachia的蚊群数量与感染 Wolbachia的数量的比值小于
p2

r2 - r1 - 1时，或者，当 r2 - r1 < 0时取任意初

值，能够使 Wolbachia 成功入侵到整个蚊群中。由实验数据可知，一般情况下 r2 - r1 > 0 . 在释放携带

Wolbachia氏菌的蚊子到野生蚊群时，为保证一次性释放成功，即携带Wolbachia氏菌的蚊子最终替代野生

蚊群，释放的蚊子数量与野外蚊子的数量之比要超过阈值( )p2
r2 - r1 - 1

-1
= r2 - r1
p2 - r2 + r1 .
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